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1. MONADE KA VISPARINATU KOPU TEORIJAS
FRAGMENTS

e Kopas un funkcijas (apZim&jumi)

X, Y, Z - kopas,

a, B, 9.4 - funkcijas,

Set - visu kopu klase,
Fun - visu funkciju klase.



e Monades



e Monades

Monade ir trijnieks (T,n,%), kur
« T ir attélojums Set — Set,
- 1 ir indeksétu funkciju saime (nx: X — TX) xcSet
. £ ir daJéjs attélojums Fun — Fun, kas katram X € Set parveido
funkcijas X — TY par funkcijam T°'X — TY,



e Monades

Monade ir trijnieks (T,n,%), kur
« T ir attélojums Set — Set,
- 1 ir indeksétu funkciju saime (nx: X — TX) xcSet
. £ ir daJéjs attélojums Fun — Fun, kas katram X € Set parveido
funkcijas X — TY par funkcijam T°'X — TY,
un ir izpilditas aksiomas
(m1l) ozﬁana, a X - TY

(M2) nx* = idyx,
(m3) (Bfa)t=plal o x -7V, B Y -T2,



Monade ir trijnieks (T,n,*%), kur
« T ir attelojums Set — Set,
- n ir indeksétu funkciju saime (nx: X — TX) xeset,
- ¥ ir dalgjs attélojums Fun — Fun, kas katram X € Set parveido funkcijas

X — TY par funkcijam TX — TY .

e Inerpretacija: domasim

« T'X elementus ka kopas X apakSkopas,

« (katram =€ X)) kopu nx(x) ka X apakskopu {z},

- funkciju a: X — TY ka3 Y apakskopu saimi (az € TY: x € X),

* piemeram, nx ir kopas X vienelementa apakSkopu saime,

« (katram p € T'X) kopu of(p) € TY ka indeksu kopai p atbilstoo
saimes a: X — TY loceklu apvienojumu J(az: x € p),

. pasu attélojumu ¥ ka3 izsvertu apvienosanu.



Tatad nx(z) ={z}, JjapeTX, tad of(p) = U(az: = € p)

Tad izpildas visas tris aksiomas:



Tad izpildas visas tris aksiomas:

(ml) OéﬁT]X:Ot a X = TY
of(nx (2)) = Ulaw: = € {o'}) = ay = a(a).



Tad izpildas visas tris aksiomas:

(ml) OéﬁT]X:Oé a. X = TY
of(nx (2)) = Ulaw: = € {o'}) = ay = a(a).
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Tad izpildas visas tris aksiomas:

(ml) OéﬁT]X:Oé a: X = TY
of(nx (2)) = Ulaw: = € {o'}) = ay = a(a).

(m2) 77Xﬁ = idTx nx. X - TX
nx*(p) =U({z}: z €p) =p

(m3) (Bfa)f = plaf @ X =TY, 3. Y = TZ, fla: X —TZ

. (5ﬁ a)(x) = 5ﬁ(0490) = U(ﬁy Yy € ag)

(B o) (p) = U((BF @)z € p) = UU(By: ¥ € az): = € p)

- (B4 af)(p) = BH(af(p) = BH(U(w: 2 € p)) = U(By: ¥ € U(aw: x € p)).



e Visparigs piemeérs (ieskicets):

Q2 - fikseta kopa,

0,1 - elementi no 2 (0 # 1),

T(X) - netukda Q% apakskopa,

nx - attelojums, kas katram z € X piesaista delta funkciju

kopa X, kas koncentreta punkta z:
1, ja 2’ = =z,

nx (@) (a!) = { o e
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Nem a: X - T(Y), pe T(X), y €Y un rekina of(p)(y):

« izraugas patvaligu z € X un nem ap € 1Y,
“sareizina’’ ag(y) ar “svaru” p(z): p(x)az(y),
- 'summe pa x" visus tadus reizinajumus:

> (p(z)az(y): € X).

. jeglito ‘“vidgjojumu’ nem par of(p)(y).
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Aksiomas:

(m1) afny = a, a: X > TY

o (nx (2))(y) = aa(y) = a(@)(y).

(m2) nXﬂ = idTx nx: X —-TX
nx*(p)y) = p(y)

(m3) (B a)t = giaf o X =TY, B Y —»TZ, Bla: X — TZ

(6% @)t (p)(2) = (8% o) (p)(2).
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Aksiomas:

(m1) afny = a, a: X > TY

o (nx (2))(y) = aa(y) = a(@)(y).

(m2) nXﬁ = idTx nx: X —-TX
nx*(p)y) = p(y)

(m3) (B a)t = giaf o X =TY, B Y —»TZ, Bla: X — TZ

(6% @)t (p)(2) = (8% o) (p)(2).

e Kadam jabut Y (galiga gadijuma +), -, 0, 1 Tpasdibam, lai visas
tris aksiomas varetu pieradit?
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2. PUSGREDZENISKA LOGIKA
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2. PUSGREDZENISKA LOGIKA

Kadel pusgredzeni?
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2. PUSGREDZENISKA LOGIKA

Kadel pusgredzeni?

e (a) Klasiska logika un kopu teorija:

- predikats kopa X (X apak3kopa) ir funkcija X — {a,p},

- patiesumveértibu kopa {a,p} ir pusgredzens attieciba uz dis-
junkciju un konjunkciju ar nulles elementu a un vieninieku p.

e (a') Raupjas kopas:
- raupja X apak3kopa ir daléja funkcija X — {a,p}.

e (b) Zade:
- predikats (apakskopa) ir funkcija X — [0, 1],
- vientbas segments ([0,1], max, min, 0, 1) ir pusgredzens.

e (C) Visparigak — ar rezgi L:
- predikats (apakskopa) ir funkcija X — L,
- ikviens rezgis (L,V,A,0,1) ir pusgredzens.
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e (d) Vel visparigak — ar quantali Q:

- predikats (apakskopa) ir funkcija X — Q,

- unitala stingri divpusgja kvantale ir pusgredzens (Q,V,®,0,1)
ir (nekomutativs) pusgredzens.

L1dzZigi BL-algebras, MV-algebras u.tml.

e (e) Varbutibu logika:
- predikats (varbutibu blivums) ir norméta funkcija X — [0, 1],
- segments ([0, 1],4,-,0,1) ir daléjs pusgredzens.

e (f) Multikopas:

 multikopa ir funkcija X — N,

- naturalo skaitlu kopa ir pusgredzens (N, +,-,0,1) (bez vislielaka
elementa).
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Aditivi daleji pusgredzeni
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Aditivi daleji pusgredzeni

e Daléjs komutativs monoids ir algebra (A,+,0), kur + ir dalgja
operacija kopa A, 0 € A un izpildas aksiomas

"rt+y=y-t+z,
rz+(y+z2)=@+y +2z
x4+ 0==x

(katra vienadiba ir lasama:
“ja viena puse ir definéta, tad ir art otra un abas ir vienadas').

Il ArT visur definéta saskaitiSana netiek izslégta.
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e Daléjs monoids ir sakartots, ja taja fikséta sakartojuma at-
tieciba ta, lai
no x <y izriet, ka z+ 2z <y + z.

Sakartotu monoidu sauc par
- pozitivu, ja O ir ta mazakais elements,
« jerobezotu, ja tas ir pozitivs un taja ir lielakais elements.
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e Pec summam sakartots dalejs monoids ir tads, kas apmierina
nosacijumu

rjarzt+y+z2=z tadz+y=r=x.

Tas ta ir tad un tikai tad, ja attieciba <, ko define ar
-z <y tad un tikai tad, jJa dzx+ 2=y
ir sakartojums.

Ja ta notiek, tad monoids ir sakartots un pozitivs.
Bez tam,

ja x + vy eksiste, ' <z, v <y, tad ' + ¢/ eksiste.
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o (Aditivi) daléjs pusgredzens ir algebra (S,+4,-,0), kur
- (S,4,0) ir dalgjs komutativs monoids,
- (S,-,0) ir pusgrupa ar nulles elementu,
« reizinaSana - ir abpuseji distributiva: ja attiecigas summas ir
definetas, tad
(zr4+y)z=x2z4+vyz, z(xz4+y)=zx+ zy.

Unitals dalejs pusgredzens ir tads, kura reizinasanai ir abpusejs
neitralais elements 1.
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e Daléjs pusgredzens ir sakartots, ja taja fikseta sakartojuma
attieciba ta, ka

nozx<yizriet, kez+2z<y+4+z2 zz <yz un zz < zy.

Par integralu sauc tadu unitalu ierobezotu daleju pusgredzenu,
kura reizinasanas neitralais elements ir vislielakais.
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Visparinata summesana pusgredzenos
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Visparinata summesana pusgredzenos

Par summeésanu pa kopu X pusgredzena S sauc dal€ju funkcionali
> x, kas patvaligam (ne obligati visam) funkcijam X — S

jeb S elementu saimém ar indeksu kopu X

piekarto S elementus ta,
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Visparinata summesana pusgredzenos

Par summeésanu pa kopu X pusgredzena S sauc dal€ju funkcionali
> x, kas patvaligam (ne obligati visam) funkcijam X — S

jeb S elementu saimém ar indeksu kopu X

piekarto S elementus ta, ka

Y x(@+v) =X+ 3,

- S x(sp) = s> x ¢ katram s € S,

- Y x ¢ = 0, ja visi ¢ locekl]i ir O,

- > x ¢ = s, kads ¢ loceklis ir s, bet visi pargjie ir O.

Tatad funkcionalis ) ir linears.
>y ¢ vieta var rakstit arm ) (¢(z): x € X).
Il Ja saime ¢ ir galigs skaits no O atsSkirigu locekl|u, tad Zng iznak vienads

ar to summu.
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SummeésSanas funkcionaliem pa dazadam kopam jabiut saskanotiem:

Pienemsim, ka

- X ir savstarpégji 3kirtu kopu X; (7 € I) apvienojums,

« ¢ ir patvaliga funkcija X — S5,

katram i € I ; := ¢|X;, x ir funkcija I — S, ko defin€ ar

C(i) = X x, Y-
Tad ir speka visparinats asociativais likums
>1¢=2x 9.
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SummeésSanas funkcionaliem pa dazadam kopam jabiut saskanotiem:

Pienemsim, ka

- X ir savstarpégji 3kirtu kopu X; (7 € I) apvienojums,

« ¢ ir patvaliga funkcija X — S5,

katram i € I ; := ¢|X;, x ir funkcija I — S, ko defin€ ar

C(i) = X x, Y-
Tad ir speka visparinats asociativais likums
>1¢=2x 9.

Izvéersta forma:

Y Wi(wi) x € Xp): iel) =3 (¢(x): v € X).
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e S ir pusgredzens ar summesanu, ja taja katrai kopai X ir fikséta
kada summeSana ) x ta, ka visparinatais asociativais likums ir
speka.
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e S ir pusgredzens ar summesanu, ja taja katrai kopai X ir fikséta
kada summeSana ) x ta, ka visparinatais asociativais likums ir
speka.

Visos sakuma apskatitajos piemeros, iznemot multikopas, piemi-
netie pusgredzeni ir pec summam sakartoti integrali daleji pus-

gredzeni ar summesSanu .

Turpmak ar pusgredzenu sapratisim tieSi tadu daleju pusgredzenu.
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Precizeta monades konstrukcija
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Precizeta monades konstrukcija

Fiksésim vienu pusgredzenu 2 := (2,+,-,0,1) ar summesanu 5.
un domasim to ka patiesumvertibu kopu.

Apzimésim ar F(X) visu funkciju X — Q kopu.

Katru funkciju ¢ € F(X) var uzskattt par 2 elementu saimi

(o(x): z € X).
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Precizeta monades konstrukcija

Fiksésim vienu pusgredzenu 2 := (2,+,-,0,1) ar summesanu 5.
un domasim to ka patiesumvertibu kopu.

Apzimésim ar F(X) visu funkciju X — Q kopu.
Katru funkciju ¢ € F(X) var uzskattt par 2 elementu saimi

(o(x): z € X).

Funkciju ¢ € F'(X) saucam par

- summejamu, ja Y x ¢ ir definets,

- normetu, ja ¢ ir summejama un > y ¢ = 1,

- supersummeéjamu, ja reizinajums (¢ - 1) ir summejams visam
funkcijam ¢ € F(X).
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ApzZimejam ar
S(X) — visu summeéjamo funkciju kopu no F(X),
N(X) — visu norméto funkciju kopu no F(X),
SS(X) — visu supersummégjamo funkciju kopu no F(X).
Tad

N(X) € 55(X) € S(X).
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ApzZimejam ar
S(X) — visu summeéjamo funkciju kopu no F(X),
N(X) — visu norméto funkciju kopu no F(X),
SS(X) — visu supersummégjamo funkciju kopu no F(X).
Tad

N(X) € 55(X) € S(X).

Jebkuru supersummeéjamu funkciju var uzskatit par 2-vertigu
predikatu kopa X (Xapakskopu).

Par T'(X) var nemt kadu SS(X) apak3kopu, tomeér jaievero noteikti

(un zinami) saskanotibas nosacijumi dazadiem X.
Tie izpildas, kad T'(X) = SS(X) vai T(X) = N(X).
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ApzZimejam ar
S(X) — visu summeéjamo funkciju kopu no F(X),
N(X) — visu norméto funkciju kopu no F(X),
SS(X) — visu supersummégjamo funkciju kopu no F(X).
Tad

N(X) € 55(X) € S(X).

Jebkuru supersummeéjamu funkciju var uzskatit par 2-vertigu
predikatu kopa X (Xapakskopu).

Par T'(X) var nemt kadu SS(X) apak3kopu, tomeér jaievero noteikti

(un zinami) saskanotibas nosacijumi dazadiem X.
Tie izpildas, kad T'(X) = SS(X) vai T(X) = N(X).
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Teoréma. Piem&ra aprakstitais konstrukts (T7,n,?) (ar pec tam
izdarTtajiem preciz€jumiem) ir monade.

Otradi, ja modade ir pieméra aprakstitaja veida izveidota no

kadiem Q,+,-,0,1,>, tad (Q,+,-,0,1) ir pusgredzens ar summesanu
>,
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