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1. HILBERTA TELPAS

Apzimejumi un definicijas

H kompleksa vai reala Hilberta telpa
S(H) visu tas slegto apakstelpu kopa
1 apaksStelpu ortogonalitates attieciba

O(H) visu telpas H ierobezoto Ermita operatoru kopa
P(H) visu projektoru kopa saja telpa

ran A operatora A vértibu apgabals

ran A t3 (topologiskais) slegums telpa H

Py projektors uz apakstelpu ran A

FE 4 operatoram A atbilstoSais spektralais mers kopa R.



- Hilberta telpa ir lineara vektoru telpa ar skalaru reizinajumu.

- ApakStelpas X un Y ir ortogonalas, ja visi vienas vektori ir
ortogonali visiem otras vektoriem.

- A ir Ermita operators, ja A* = A, kur (Az,y) = (x, A*y).
- Projektors (jeb ortogonalas projekcijas operators) ir

idempotents Ermita operators,
ta vertibu apgabals ir slegta apakStelpa.



Dazi noderigi fakti

Projektoru kopa P(H) ir sakartota:
Pi< P =PiPh=PL=PP
un ir ortomodulars rezgis (P(H), A, V,~, 0, I) kurs izomorfs S(H):
ran(P; A P>) =ran Py Nran Py,
ran(Py VvV P>) =ran Py Lran Py,
ran PL = (ran P)+
un ir pat pilns.

ran P C ran P> ttt P < P»,
ran P L ran P> ttt PP = O,
ran P4 = ran A.



2. ‘“Logiskais sakartojums” kopa O(H)

Ortogonali operatori

Operatorus A, B € O(H) sauksim par ortogonaliem, ja AB = O
(un tatad art BA = O), kur O ir nulles operators.
Pieraksts simbolos: A | B.

Tad A L Bttt P4 L Pg ttt ran A L fan B.



Sakartojums

Kopa O(H) defingé binaru attiecibu <, nosakot, ka
A<B:=B=A4+Ckadam C € O(H), kam A 1L C.

Lemma [G]

Attieciba < ir sakartojums kopa O(H),

Jebkuriem A, B € O(H) sekojosi apgalvojumi ir ekvivalenti:
(a) A= B,

(b) Ax = Bz visiem x € ran A,

(c) A= BPy,

(d) AB = A2,

(e) EA(A) < EB(A) ikvienai Borela kopai A, kas nesatur O.




Dazas sikas sekas [G]:

- O <X A katram A,

- AcP(H) ttt A<, (I ir vienTbas operators)
-ja A<P, tad A e P(H),

P Pttt P < P,

ja A<Bun B >0, tad A < B,

« ja operators ir apgriezams, tad tas ir maksimals,
» nav vislielaka operatora.



Teoréma [G]
- Ikviens sakumnogrieznis [O, A] ka sakartota kopa ir izomorfa

operatora A noteiktam P(H) apakdrezdim L 4.

- LT1dz ar to [0, A] pats ir rezgis.

- Tatad, ja diviem operatoriem ir kop€ja augsSeja robeza, tad
tiem eksisteé suprems un infims sakartotaja kopa O(H).

Teoréma [P & V]
Ikvienai no augSas ierobezotai operatoru kopai eksiste

SUprems.
« L1dz ar to, ikvienai netukSai operatoru kopai eksiste infims.

« Tad infims eksisteé jebkuriem diviem operatoriem.




Teoréma [G]
- Ikviens sakumnogrieznis [O, A] ka sakartota kopa ir izomorfa

operatora A noteiktam P(H) apak3rezgim L 4.

- L1dz ar to [0, A] pats ir rezgis.

- Tatad, ja diviem operatoriem ir kop€ja augseja robeza, tad
tiem eksiste suprems un infims.

Kapec L4 tieSam ir rezgis, nav pateikts, un nav acimredzams.

Otrais apgalvojums Vviss no pirma neizriet.

Teoréma [P & V]
Ikvienai no augSas ierobezotai operatoru kopai eksiste

SUprems.
« L1dz ar to, ikvienai netukSai operatoru kopai eksiste infims.

« Tad infims eksisteé jebkuriem diviem operatoriem.




Teoréma [G]
- Ikviens sakumnogrieznis [O, A] ka sakartota kopa ir izomorfa

operatora A noteiktam P(H) apakdrezdim L 4.

- LT1dz ar to [0, A] pats ir rezgis.

- Tatad, ja diviem operatoriem ir kop€ja augsSeja robeza, tad
tiem eksisté supréeéms un infims.

Teoréma [P & V]
- Ikvienali no augSas ierobezotai operatoru kopai eksiste

sSuprems.
« L1dz ar to, ikvienai netukSai operatoru kopai eksiste infims.

« Tad infims eksisté jebkuriem diviem operatoriem.

Pirmais no trim apgalvojumiem pieradits, izmantojot galigo supremu eksis-
tenci un Vigiera lemmu par projektoru virknu konvergenci stingraja H topologdija.
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3. JAUNUMI

Teoréma [J.C|]

Jebkuriem A,B,C € O(H), ja A,B < (C, tad
- C(PyV Pp) ir A un B suprems,

- C(Py N Pp) ir A un B infims.

Pieradguma shema
Pienemam, ka A,B<XC, t.i., A=CPy, un B=CPp
Tad Py, Pg < Po un Py, Pgp komute ar C.

T.i., (P4, Pg € Lc), un tad arf P4V Pg un P4 A Pg komutg ar C.
Tapec C(P4V Pg) un C(Py4 A Pp) ir Ermtta operatori.
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(a)

« A=CPy =C(PgV Pp)Py, tii. AL C(Py4V Pp).

LidZigi B <X C(Py V Pg).

- Pienemam, ka A,B < D.

Tad D sakrit ar A un tapéc art ar C apkstelpa ran A.

L1dZigi D sakrit ar C' apakstelpa ran B.

Tapec C un D sakrit ari to apvienojuma Jenerétaja slégtaja
apakstelpa: Cl(ranAuUran B) = D|(ran AUran B)

- No ta izriet, ka C(P4V Pg) = D(P4V Pp).

- No P4V Pg < Pg var izsecinat, ka P4V Pg = PC(PA\/PB), bet
talak — ka C(P4V Pg) <X D.

- Tatad C(P4V Pp) ir A un B mazakais aug3€jais slieksnis.
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(b)

« C(Py NPg) = CPy(Py NPg) = A(Py N Pg) = APC'(PA/\PB) un
kopa C(Py4 N Pg) = A.

LTdZigi C(Ps A Pg) < B

- Pienemam, ka D < A, B.

Tad D <C, Pp < PsANPg un C(P4NPg)Pp=CPp=D.

- No ta izriet, ka D < C(P4 A Pp).

- Tatad C(P4 AN Pp) ir A un B lielakais apaksgjais slieksnis.
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L1dZigi (a) pierada ar1 visparigaku teoremu

Teoréema J.C.
Jebkurai O(H) apak3kopai M un tas aug3€jam slieksnim C
operators C(\/ P4: A€ M) ir M supréems.

Sekas
Tatad ikvienai no augsas ierobezotai operatoru kopai eksiste

supréeéms un ikvienai netuk3Sai operatoru kopai eksisté infims.
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